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Часть 1. Основные свойства изогоналей и геометрия треугольника

В первой части статьи мы повторим некоторые понятия и факты из статьи [1]. Сначала дадим
несколько определений. Изогоналями относительно сторон угла (или изогональными прямыми)
называются прямые, проходящие через вершину угла и симметричные относительно биссектрисы
этого угла.

Пусть из точки P на прямые BC, AC и AB опущены перпендикуляры PA1, PA2 и PA3.
Треугольник A1B1C1 называется педальным треугольником точки P относительно треугольника
ABC.

Если точка P лежит на описанной окружности, то педальный треугольник вырожается и
все точки A1, B1, C1 лежат на одной прямой. Далее будем считать, что точка P не лежит на
описанной окружности треугольника ABC.

С этого момента будем использовать обозначения: центр описанной окружности O и точка
пересечения высот (ортоцентр) H треугольника ABC.

Рассмотрим важнейший пример изогоналей в треугольнике.

Теорема. Радиус описанной окружности и высота, проведенные из одной вершины треуголь-
ника, изогональны.

Упражнение. Докажите эту теорему.

Изучим свойства изогоналей и применение этих свойств в геометрии треугольника.
Пусть AP и AQ – изогонали угла BAC.

Свойство 1. Изогональ перпендикулярна стороне педального треугольника.

Упражнение. Докажите эту теорему.
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В треугольнике ABC провели высоты AA1, BB1, CC1. Треугольник A1B1C1 будем называть
ортотреугольником. Треугольник A1B1C1 — педальный треугольник ортоцентра H. Вспомним,
что радиус и высота треугольника, проведенные из одной вершины изогональны. Тогда по свой-
ству 1 верна

Теорема. Радиус перпендикулярен соответствующей стороне ортотреугольника.

Упражнение. Из точкиK внутри треугольника ABC опущены перпендикулярыKA1,KB1 и
KC1 на стороны BC, AC, AB соответственно. Через точку A1 проведена прямая l1, параллельная
прямой, симметричной прямой AK относительно биссектрисы угла A. Прямые l2, l3 определяются
аналогично. Докажите, что прямые l1, l2, l3 пересекаются в одной точке.

Указание: пусть прямые lA и AK — изогонали ∠BAC, тогда по условию l1 ‖ lA. По свойству
1 lA ⊥ B1C1.

Изучим еще одно свойство изогоналей. Пусть AP и AQ — изогонали ∠BAC, точки X и Y
симметричны P относительно сторон угла.

Свойство 2. Изогональ является серединным перпендикуляром к стороне XY удвоенного
педального треугольника.

Доказательство: По свойству 1 AQ ⊥ B1C1, B1C1 ‖ XY (как средняя линия). Тогда
AQ ⊥ XY . Теперь заметим, что в точке A пересекаются серединные перпендикуляры к сто-
ронам PX и PY треугольника PXY . Или чуть иначе: Y A = AP = AX, тогда треугольник AXY
– равнобедренный и перпендикуляр к стороне XY является серединным перпендикуляром к XY .

Воспользуемся этим свойством для изучения треугольника. Пусть точки X, Y и Z симмет-
ричны P относительно прямых AC, AB и BC. Получаем важное

Следствие. Изогонали являются серединными перпендикулярами к стороне удвоенного пе-
дального треугольника.
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Изогональное сопряжение

Теперь мы можем сформулировать главную теорему первой части статьи. Напомним, что точка
P не лежит на описанной окружности треугольника ABC.

Теорема 1. Прямые, изогональные к прямым AP , BP и CP пересекаются в одной точке.
Обозначим точку пересечения Q. Точка Q называется изогонально сопряженной для точки

P . Можно также говорить, что точки P и Q изогонально сопряжены.
Доказательство очевидно из Следствия (выше).

Часто основную теорему мы будем использовать в немного другой формулировке.

Теорема 1’. Если AP и AQ, BP и BQ — две пары изогоналей в треугольнике ABC, то и
CP и CQ — тоже изогонали. (рис. )

Из Следствия мы можем сразу получить геометрический смысл точки Q — это центр
описанной окружности удвоенного педального треугольника XY Z.

Отметим, что если точка P лежит на описанной окружности и отлична от вершин треуголь-
ника ABC, то изогонали к AP , BP и CP , параллельны друг другу.

Упражнение. Докажите это.
Интересно, что биссектрису в некоторых задачах удобно считать изогональю к самой себе.

Тогда центр вписанной и центры вневписанных окружностей изогонально сопряжены сами себе.
Упражнение.
а) На биссектрисе угла A треугольника ABC внутри треугольника взяты точки D и F так,

что ∠DBC = ∠FBA. Докажите, что ∠DCB = ∠FCA.
б) Точка M расположена внутри треугольника ABC. A1 – точка, симметричная M отно-

сительно внешней биссектрисы угла A; аналогично определяются точки B1, C1. Доказать, что
прямые AA1, BB1 и CC1 пересекаются в одной точке.

в) AA0, BB0, CC0 – высоты в треугольнике ABC, M – произвольная точка. A1 – точка,
симметричная M относительно стороны BC; аналогично определяются точки B1, C1. Доказать,
что прямые B0B1, C0C1, A0A1 пересекаются в одной точке.

Указания. б) прямые пересекаются в точке, изогонально сопряженной M относительно тре-
угольника ABC; в) докажите, что стороны треугольника ABC лежат на внешних биссектрисах
для треугольника A0B0C0 и воспользуйтесь п.б).

Центр описанной окружности O и ортоцентр H

Вспомним, что радиус описанной окружности и высота, проведенные из одной вершины тре-
угольника, изогональны. Тогда точки O и H — изогонально сопряжены.

Упражнение. а) Пусть прямая a проходит через вершину A треугольника ABC и перпен-
дикулярна стороне B1C1 ортотреугольника. Прямые b и c определяются аналогично. Докажите,
что прямые a, b и c пересекаются в одной точке.
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б) Пусть H1, H2, H3 — точки, симметричные H относительно сторон треугольника ABC.
Докажите, что точки H1, H2, H3 лежат на описанной окружности треугольника ABC.

в) Через основание высоты AA1 треугольника ABC проведена прямая l1, параллельная пря-
мой AO. Прямые l2, l3 определяются аналогично. Докажите, что прямые l1, l2, l3 пересекаются
в одной точке.

Точка пересечения касательных и удвоенная медиана

Пусть AM — медиана треугольника ABC. Сделаем стандартное построение. Удвоим медиану
AM за точкуM и получим точку D. Построим точку P , изогональную к D. Для этого достаточно
построить изогонали к BD и CD. Пусть углы треугольника равны ∠A = α, ∠B = β, ∠C = γ.

Отложим от стороны BA угла ABC изогональ к BD. Тогда эта прямая образует со стороной
BC угол α. Аналогично построим изогональ к CD. Пусть полученные прямые пересекаются в
точке P . Мы получили, что ∠PBC = ∠PCB = ∠BAC = α. По признаку (угол между касатель-
ной и хордой) PB и CP — касательные к описанной окружности треугольника ABC. Тогда по
основной теореме точки D и P – изогонально сопряженные. Следовательно, AD и AP — тоже
изогонали. Мы получили

Основное свойство симедианы. Прямая, содержащая симедиану проходит через точку
пересечения касательных к описанной окружности треугольника ABC. Подробнее о свойствах
симедианы можно прочитать в статье [4].

Упражнение ??? а) (Устная олимпиада по геометрии им. И.Ф. Шарыгина, 2004 г.) Пусть
C1 и B1 — проекции точки P пересечения касательных в точках B и C к описанной окружности
треугольника ABC, AM — медиана. Тогда AM ⊥ B1C1.

б) (Всероссийская олимпиада, 2013 г.) Остроугольный треугольник ABC вписан в окружность
Ω. Касательные, проведённые к Ω в точках B и C, пересекаются в точке P . Точки D и E —
основания перпендикуляров, опущенных из точки P на прямые AB и AC. Докажите, что точка
пересечения высот треугольника ADE является серединой отрезка BC.

Часть 2. Общая педальная окружность

Вернемся к изучению свойств изогоналей угла. Пусть AP и AQ – изогонали угла BAC.
Свойство 3. Проекции точек P и Q на стороны угла AB и AC лежат на одной окружности.
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Свойство 4. Центр этой окружности — середина отрезка PQ.
Упражнение. Докажите эти свойства.
Педальной окружностью точки P будем называть описанную окружность педального тре-

угольника точки P . Сформулируем основную теорему этого раздела.

Теорема. Педальные окружности изогонально сопряженных точек P и Q совпадают.
Доказательство: По свойству 3 каждая четверка точек на одной паре сторон лежит на своей

окружности. Каждые две такие окружности имеют общую точку, кроме того, их центры совпали
(по замечанию — это середина отрезка PQ).

Упражнение (М. Волчкевич, финал олимпиады по геометрии им. И.Ф.Шарыгина, 2006 г.)
Дан треугольник ABC и точка P внутри него. A′, B′, C ′ — проекции P на прямые BC, CA,
AB. Докажите, что центр описанной окружности, описанной около треугольника A′B′C ′ лежит
внутри треугольника ABC.

Применим эту теорию для уже хорошо знакомых точек O иH. Мы знаем, что они изогонально
сопряжены. Вершины педального треугольника точки O — середины сторон, а для точки H —
основания высот. Тогда по основной теореме все эти шесть точек лежат на одной окружности.
Ее называют окружность Эйлера.

Свойство четырехугольника с двумя равными противоположными углами

Задача 1. (П.Кожевников) Диагонали параллелограмма ABCD (отличного от прямоугольника)
пересекаются в точке M (рис. ). Докажите, что точка O, а также основания перпендикуляров,
опущенных из точки A на прямые BC, BD и CD, лежат на одной окружности или на одной
прямой.

Конечно, эту задачу можно решить с помощью подсчета углов, но мы применим другую
технику, которую и будем использовать далее. Это окажется исключительно полезным в тех
случаях, когда подчет углов сильно затруднен.

Переформулируем задачу. Надо доказать, что точка M лежит на педальной окружности точ-
киD относительно треугольника ABC (A1B1C1 — педальный треугольник точкиD). По основной
теореме на этой же окружности лежат проекции на стороны треугольника ABC изогонально со-
пряженной точки. Если мы докажем, что одна из них совпала с M , то задача решена.

Решение: построим точку P , изогонально сопряженную к D. Поскольку AD — удвоенная
медиана, то P — точка пересечения касательных к описанной окружности треугольника ABC
в точках A и C (см. Точка пересечения касательных и удвоенная медиана). По основной теоре-
ме точки P и D имеют общую педальную окружность. Точка M – проекция точки P на AC.
Следовательно, точка M лежит на окружности A1B1C1.

Оказывается, что эту задачу можно обобщить.
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Задача о четырехугольнике (П.Кожевников) В выпуклом четырехугольнике ABCD углы
A и D равны. Доказать, что основания перпендикуляров, опущенных из точки D на прямые AB,
BC, AC и середина отрезка отрезка AC лежат на одной окружности.

Упражнение Докажите это.
Указание. Пусть точка P , изогонально сопряженная к D относительно треугольника ABC.

Докажите, что M — проекция P на AC.

Задача 2. В треугольнике ABC M — середина BC, H — основание высоты, проведенной
из A на BC. Точки P и Q внутри угла BAC выбраны так, что ∠BAP = ∠CAQ и BP ⊥ PA,
AQ ⊥ QC. Докажите, что точки P , Q, M и H лежат на одной окружности. Задачник Кванта,
М991.

Ключом к решению являются три перпендикуляра (здесь мы уже знаем что искать!) и се-
редина стороны. Подобная конструкция нам уже встречалась. Будем искать треугольник, для
которого треугольник PQH — педальный треугольник точки A.

Решение. Рассмотрим треугольник, образованный прямыми CQ,BC,BP (треугольникBCD)
(рис. ). Заметим, что в четырехугольнике ABDC равны противоположные углы. Таким образом
задача свелась к уже решенной Задаче о четырехугольнике.

К сожалению, здесь надо рассмотреть еще один случай, когда ∠CAQ > ∠CAH. Чертеж
довольно сильно меняется и придется повторить решение Задачи 1.

Упражнение Точка P в треугольнике ABC такова, что ∠PBA = ∠PCA. C1 и B1 — проекции
точки P на стороны AB и AC соответственно. M — середина BC. Докажите, что MB1 = MC1.
ММО, 1987, 8.4, [3, 4.12.6].

Указание. Заметим, что в условии уже есть проекции точки P на две стороны и середина
стороны. Добавим еще точку A1 — проекцию точки P на сторону BC. Таким образом можно по-
строить конструкцию из Задачи о четырехугольнике для случая невыпуклого четырехугольника
ABPC (M — середина внешней диагонали BC). Пусть точка Q — изогонально сопряженная к
точке P . Останется доказать равенство хорд в общей педальной окружности точек P и Q.

Снова точка пересечения касательных и удвоенная медиана
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Рассмотрим точку пересечения касательных P к описанной окружности треугольника ABC
в точках B и C и удвоенную медиану AD. Воспользуемся теперь теоремой об общей педаль-
ной окружности, чтобы попробовать "придумать"задачу. Это поможет нам лучше "почувство-
вать"конструкцию. Идея такая: мы уже знаем, что точки P и D изогонально сопряжены (см.
раздел "Точка пересечения касательных и удвоенная медиана"), и у них общая педальная окруж-
ность. Из шести точек оставим четыре, переопределим проекции по-другому, лучше связать их
с длиной, а не с углами, например, середина отрезка, равные отрезки и т.д. Аналогичную идею
можно использовать и для любой другой пары изогонально сопряженных точек.

Пусть E, F и M — проекции точки P на AB, AC и BC. Назовем в условии задачи точку M
серединой отрезка BC. Пусть точка X — проекция D на BC. По теореме об общей педальной
окружности точки E, F и M и X лежат на одной окружности. Попробуем избавиться в условии
задачи от точки D, которая является подсказкой к решению. Проведем высоту AH. Поскольку
ABDC – параллелограмм, то CX = BH. Теперь сформулируем задачу (рис. ).

Задача 1. В остроугольном неравнобедренном треугольнике ABC проведена высота AH,
M — середина BC. Касательные к описанной окружности треугольника ABC в точках B и C
пересекаются в точке P . На стороне BC отложили отрезок CX = BH. E и F — проекции точки
P на стороны AB и AC. Докажите, что точки E, F , M и X лежат на одной окружности.

Теперь попробуйте решить достаточно сложную задачу.

Упражнение М. Дидин, Всероссийская олимпиада, 2014-2015 г. В остроугольном неравно-
бедренном треугольнике ABC проведены медиана AM и высота AH. На прямых AB и AC отме-
чены точки Q и P соответственно так, что QM ⊥ AC и PM ⊥ AB. Окружность, описанная около
треугольника PMQ, пересекает прямую BC вторично в точке X. Докажите, что BH = CX.

Указание. Добавьте на чертеж точку пересечения касательных к описанной окружности тре-
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угольника ABC в точках B и C и докажите, что точки P и Q совпадают с точками E и F из
предыдущей задачи. Получим задачу, обратную к Задаче 1.

Вспомним Упражнение ???. Мы получили еще раз полезное свойство конструкции: точка M
— ортоцентр треугольника APQ (на рис. выше треугольник AEF ).

Упражнение. (П.Рябов, заочный тур олимпиады по геометрии им. И.Ф.Шарыгина, 2016-
2017 ) Касательные к описанной окружности треугольника ABC в точках A и B пересекаются в
точке D. Окружность, проходящая через проекции D на прямые BC, CA, AB, повторно пересе-
кает AB в точке C ′ . Аналогично строятся точки A′ , B′. Докажите, что прямые AA′, BB′, CC ′

пересекаются в одной точке.
Попробуем решить довольно сложную задачу с Иранской олимпиады по геометрии 2014-2015

года. В олимпиадном сборнике она — последняя.

Задача.. Пусть H — основание высоты из вершины A треугольника ABC и H ′ — симметрич-
на H относительно середины стороны BC. Касательные к описанной окружности треугольника
ABC в точках B и C пересекаются в точке X. Перпендикуляр к XH ′ в точке H ′ пересекает
прямые AB и AC в точках Y и Z соответственно. Докажите, что ∠Y XB = ∠ZXC.

Решение
Поскольку BX — касательная, то по теореме об угле между касательной и хордой ∠CBX =

∠BCX = ∠A.
Пусть ∠XY Z = φ, ∠XZY = θ.
Докажем, что ∠Y XZ = ∠BXC = 180◦ − 2∠A. Для этого надо доказать, что φ+ θ = 2∠A.
Заметим, что четырехугольник XH ′Y E — вписанный, следовательно, ∠XYH ′ = ∠XEH ′ = φ.

Аналогично, ∠XZH ′ = ∠XFH ′ = θ. Теперь из четырехугольника XFH ′E получим, что φ+ θ =
360◦ − ∠EXF − ∠EH ′F (1).

Из четырехугольника AEXF найдем ∠EXF = 180◦ − ∠BAC. (2)
Теперь пришла пора применить полученные знания про эту конструкцию. Нам уже известно,

что точки E,M,H ′, F лежат на одной окружности, где M — середина BC. Тогда ∠EH ′F =
∠EMF .

Чтобы посчитать правую часть формулы (1) осталось найти ∠EMF . Здесь можно опять
посчитать углы, но из задачи Дидина мы знаем, что M — ортоцентр треугольника AEF . Тогда
∠EMF = 180◦ − ∠BAC. Итак, ∠EH ′F = ∠EMF = 180◦ − ∠BAC (3).

Подставим (2) и (3) в (1) φ+ θ = 2∠BAC и получим ∠Y XZ = 180◦ − 2∠A = ∠BXC.
Следовательно, верно равенство ∠Y XB = ∠ZXC.
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